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Abstract: The German addition to the OECD-PISA mathemat-
ics assessment: Framework for the supplementary test and its
connection to the international framework. — The OECD-PISA
assessment in 2000 (PISA = Programme for International Stu-
dent Assessment) included two parts in Germany: the interna-
tional test and national supplementary tests, which were admin-
istered one day after the international test. These two parts are
intended to complement each other. In this paper, the reasons
for the German national option are described and the framework
for the test is explained. The description will demonstrate how
the national framework relates to, refines, and supplements the
international framework for PISA-mathematics. As is the case
for the international frameworks, the national conceptualization
is considered as a “living framework”, and is therefore subject
to further discussions at both, the national and the international
levels.

Kurzreferat: Im Mai 2000 wurden in 33 Léndern im Auftrag
der OECD die Tests der PISA-Studie (PISA = Programme for
International Student Assessment) durchgefiihrt; im Herbst
2001 ist ein erster Bericht zu erwarten. Die Studien im Rahmen
von PISA finden in Deutschland aufgeteilt in den internationa-
len Test und nationale Zusatzerhebungen statt. Beide Testteile
erginzen sich. In diesem Framework wird die Notwendigkeit
einer deutschen Ergénzung dargelegt, deren Schwerpunkte im
Vergleich zum internationalen Test beschrieben, sowie die Ein-
ordnung des Gesamt-Tests in deutsche curriculare Gegebenhei-
ten durch eine geeignete Klassifikation der Items vorgenom-
men. Die Entwicklung des deutschen Frameworks ist am Auf-
bau des internationalen PISA-Frameworks flir den Untersu-
chungsteil ,,mathematical literacy* orientiert. Es erweitert und
differenziert dieses jedoch aufgrund in Deutschland vorliegen-
der mathematikdidaktischer Sichtweisen und spezifischer Aus-
richtungen des deutschen Mathematikunterrichts.

ZDM-Classification: D60

Dieses Framework ist hier im wesentlichen in der Fas-
sung vom August 1999 wiedergegeben. Es ist das Ver-
stndnis aller - national wie international - fiir das PISA-
Projekt konzipierten Grundlagen-Texte, dass es sich im-
mer um sog. , living frameworks" handelt. Auch dieses
Framework ist daher weiterhin Gegenstand von Diskus-
sionen in der Expertengruppe und wird sich im Fortgang
des PISA-Projekts laufend weiter verdndern. Eine erste
Revision wird sicher dann vorzunehmen sein, wenn die
(erweiterten) Grundlagen fiir den ndchsten Zyklus von
PISA, d.h. fiir die im Jahre 2003 geplanten Tests, zusam-
mengestellt werden.
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1. Die Konstrukte ,,mathematical literacy* und ,,ma-
thematische Grundbildung® als Basis des PISA-Tests

1.1 ,Mathematical literacy und die mathematischen
Curricula

Der internationale PISA-Test geht in allen drei Doménen
Textverstindnis, Mathematik und Naturwissenschaften
von der Perspektive aus, den Ertrag schulischer Ausbil-
dung an ,literacy” zu messen. Wortlich ist dies zu neh-
men beziiglich des Verstehens von Texten, im {ibertrage-
nen Sinn als , mathematical literacy* bzw. ,scientific li-
teracy“. Das Konstrukt ,literacy” wird in der relevanten
padagogischen und fachdidaktischen Diskussion generell
so bestimmt, dass von vornherein eine gewisse Distanz
zu den curricularen Einzelvorgaben in den Lehrplidnen
eingehalten wird, freilich dabei den allgemeinen Zielen,
die in den Lehrpldnen — in Deutschland oft in den sog.
»Prdambeln“ — niedergelegt sind, durchaus entsprochen
wird. ,,Literacy* ist somit auf den schlieBlichen Ertrag der
in den Curricula detailliert formulierten Einzelkenntnisse
ausgerichtet.

Erstmals wurde das Konstrukt ,,mathematical literacy*
bei TIMSS in der Untersuchung der Population 3 (Ende
der Sekundarschulzeit) einem Test zugrunde gelegt
(Mullis & al 1998, Baumert & al 2000) und dort so be-
stimmt:

,Unlike both other components of TIMSS and other IEA-
Studies, the mathematics and science literacy study is not curri-
culum based. That is, it is not an attempt to measure what has
been taught and learned in a given year of schooling or in a
given age group of students. Instead, it is a study of the mathe-
matics and science learning that final year students have re-
tained regardless of their current areas of study. ... The MSL
[mathematics and science literacy; MN] study could not be
based on a specific intended curriculum.” (Orpwood & Garden
1998, pp 10, 11).

Auch das internationale PISA-Framework (OECD 1999)
konstatiert eine relative Ferne zu curricularen Einzelvor-
gaben, aber die Néhe zu allgemeinen Zielen des Mathe-
matikunterrichts. Mit dem Begriff ,,mathematical liter-
acy” soll zum Ausdruck gebracht werden, dass es im
PISA-Test gerade nicht um die in den traditionellen Cur-
ricula festgelegten Wissenselemente und Fertigkeiten
geht. Vielmehr wird mathematisches Wissen gezielt dar-
aufhin untersucht, ob es funktional, mit Einsicht und fle-
xibel eingesetzt werden kann zur Bearbeitung kontext-
bezogener Probleme.

Gerade Lehrerinnen und Lehrer werden allerdings zu-
recht darauf hinweisen, dass die Uberpriifung der Lei-
stungen von Schiilerinnen und Schiilern, namentlich in
einem Fach wie der Mathematik, nicht von dem, was und
wie in der Schule gelernt wird, abgekoppelt werden kann.
Zwar ist es keineswegs so, dass die Fahigkeit, mathemati-
sche Kenntnisse in kontext-gebundenen Zusammenhén-
gen verstindig einsetzen zu konnen, schon gegeben wire,
wenn die zugrundeliegenden mathematischen Begriffe
und Verfahren ,,als solche” bereitstehen. Der verstandige
funktionale Gebrauch von Mathematik muss vielmehr,
nach allen géngigen Modellvorstellungen von sinnvollem
Wissenserwerb, selbst Gegenstand des Lernens sein,
wenn er erfolgreich sein soll. Somit greift auch ein ,,liter-
acy“-Test zumindest indirekt zuriick auf curriculare Ge-
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gebenheiten in einem Land, auch in einem Bundesland,
einer Schule, einer Schulform, etc.. Allerdings geschieht
dieser Riickgriff weniger auf einzelne stoffliche Festle-
gungen, viel mehr hingegen auf das jeweilige Umfeld, in
das diese Stoffelemente eingebettet werden.

Trotz dieser Problematik - sie wird in 1.3. detailliert als
Differenz zwischen dem internationalen Ansatz in PISA
und den deutschen curricularen Setzungen und Fakten
wieder aufgegriffen - ist es aber angebracht und legitim,
Leistungen der Schiilerinnen und Schiiler an einem nicht
direkt an curriculare Einzelstoffe gebundenen Ziel zu
messen, wie es etwa noch bei TIMSS mit dem Konstrukt
LKerncurriculum* der Fall war (Neubrand & Neubrand &
Sibberns 1998). Dies ist angemessen in Hinblick auf die
Zielorientierung von PISA, die Qualitidt der mathemati-
schen Fihigkeiten gegen Ende der Pflichtschulzeit zu
beschreiben und aus den Testresultaten schlieBlich positi-
ve Anregungen fiir eine Weiterentwicklung des Mathe-
matikunterrichts zu gewinnen. Die administrativen Rah-
mensetzungen, die Vorgaben in den Lehrpldnen und die
daraus entstehenden Beschreibungen von Einzelstoffen
und Kenntnissen in den Curricula sind ja letztlich Hilfs-
mittel, solche allgemeinen Ziele zu erreichen.

Diese generellen Ziele des Mathematikunterrichts kon-
nen entweder normativ gesetzt sein oder durch Analyse
allgemeiner Lehrziele konstruiert werden, jedenfalls
sollten sie konsensuell in der jeweiligen Bezugskommu-
nitdt abgesichert sein. Innerhalb eines ,,nationalen* Rah-
mens - in Deutschland kann das auch ,,bundeslandbezo-
gen“ bedeuten - ist das i.a. auch der Fall. Im internatio-
nalen Rahmen kdnnen sich aber Inkongruenzen bei die-
sen allgemeinen Rahmensetzungen ergeben, die man bei
Erstellung und Auswertung eines auf ,literacy” bezoge-
nen Tests zu beriicksichtigen hat. Zu diesem Zweck wer-
den daher im folgenden die Differenzen zwischen inter-
nationalem Framework und den deutschen Unterrichts-
realititen diskutiert.

1.2 Zur Abgrenzung von ,,mathematical literacy“ und
wmathematischer Grundbildung“

In der mathematikdidaktischen nationalen und internatio-
nalen Literatur gibt es eine permanente Diskussion iiber
allgemeine Ausrichtungen des Mathematikunterrichts,
insbesondere dariiber, wo zwischen der Ausbildung spe-
zifischer Fertigkeiten und begrifflicher Vertiefung, zwi-
schen Orientierung am Fach und Anwendungsorientie-
rung die akzeptable Balance zu finden ist. ,,Mathematical
literacy* und ,,mathematische Grundbildung* sind Kon-
zepte, diese Balance genauer zu beschreiben. Allerdings
ist der Begriff ,,mathematical literacy* im internationalen
PISA-Framework sehr spezifisch ausgelegt. Es wird - wie
unten genauer gezeigt wird - vor allem durch die Arbeiten
und Sichtweisen von Hans Freudenthal (1977, 1981,
1983) geprigt.

International werden durchaus auch andere Beschrei-
bungen von ,,mathematical literacy* diskutiert. So unter-
scheidet beispielsweise Fujita (1996) zwischen zwei, sich
gegenseitig iiberlappenden Konzepten:

»--- the purpose of mathematics education is to cultivate mathe-
matical intelligence of the students through the two foci targets:
namely by fostering their mathematical literacy (ML) and ma-
thematical thinking power (MT). These two targets should be
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pursued in an appropriate balance ... . To be little more specific,
we claim that ML = mathematical competence of intellectual
citizens = mathematics for intelligent users, MT = mathematical
potentiality for future career.” (Fujita 1996, pp 184-185)

Diese Differenzierung dient Fujita dazu, Entscheidungen
iiber die zukiinftige Organisation des Faches Mathematik
mittels Kern-Programmen und optionalen Programmen
argumentativ zu untermauern.

Die aktuelle Debatte in Deutschland beschrinkt sich
nicht auf den Begriff ,,mathematical literacy* in der so-
eben zitierten relativ engen Bestimmung. ,,Mathematical
literacy* wird vielmehr diskutiert als Teilproblem inner-
halb der umfassenden Frage nach dem Beitrag der Ma-
thematik zur allgemeinen Bildung (vgl. zur Ubersicht und
bildungstheoretischen Fundierung Heymann 1996). Oft
wird der Begriff ,,mathematische Grundbildung® verwen-
det, um diese weitere Sichtweise anzuzeigen.

Winter (1995) skizziert drei Bereiche, in denen sich die
allgemeinbildenden Aufgaben des Mathematikunterrichts
zeigen miissen:

»Der Mathematikunterricht sollte anstreben, die folgenden drei
Grunderfahrungen, die vielfiltig miteinander verkniipft sind, zu
ermoglichen: (1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle
angehen oder angehen sollten, aus Natur, Gesellschaft und
Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu verste-
hen, (2) mathematische Gegenstdnde und Sachverhalte, repré-
sentiert in Sprache, Symbolen, Bildern und Formeln, als geisti-
ge Schopfungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener Art
kennen zu lernen und zu begreifen, (3) in der Auseinanderset-
zung mit Aufgaben Problemldsefdhigkeiten, die liber die Ma-
thematik hinaus gehen, (heuristische Fahigkeiten) zu erwerben.*
(Winter 1995, S. 37)

Hinzu kommt, dass das Verstehen auf den genannten drei
Ebenen konstruktiv zur Gestaltung der natiirlichen und
technischen Umwelt, sowie zur Strukturierung der Ma-
thematik selbst und im mentalen Bereich eingesetzt wer-
den kann und soll. ,,Mathematical literacy* in der von
Fujita (1996) beschriebenen engeren Auffassung ist somit
in der Beschreibung durch Winter nur eine der Kompo-
nenten, die im Mathematikunterricht in Hinblick auf
,mathematische Grundbildung* erreicht werden sollten.

Auch im internationalen PISA-Framework ist nicht die
relativ enge Auffassung Fujitas abgebildet. Andererseits
wird dort der Rahmen im Vergleich zu Winter (1995) in
einer sehr spezifisch ausgepragten Weise gezogen und ist
somit ebenfalls von ,,mathematischer Grundbildung® ver-
schieden. Wortlich lautet im internationalen PISA-
Framework (OECD 1999) die Definition fiir ,,mathemati-
cal literacy*:

»~Mathematics literacy is an individual’s capacity to identify and
understand the role that mathematics plays in the world, to
make well-founded mathematical judgements and to engage in
mathematics, in ways that meet the needs of that individual’s
current and future life as a constructive, concerned and reflecti-
ve citizen.”“ (OECD 1999, p 41)

Zugleich wird - wie oben dargestellt - auf die Distanz zu
den traditionellen Curricula verwiesen, aber auch auf die
Breite der Zugénge zu ,mathematical literacy” und die
Notwendigkeit ,,for reflection and insight™ (p 41).

Der Bedeutungsgehalt dieser Definition wird einsichti-
ger, wenn man die mathematikdidaktische Hintergrund-
philosophie, aus der das gesamte internationale PISA-
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Framework stammt, mit bedenkt. Diese geht zuriick - an
mehreren Stellen des PISA-Frameworks wird explizit
darauf verwiesen - auf die von Freudenthal seit den 70-er-
Jahren dargelegte grundsitzliche Position. Diese ist in-
nerhalb der mathematikdidaktischen Community wohl
weitgehend in thren Grundziigen als Basisorientierung fiir
das Lernen und Lehren von Mathematik akzeptiert, je-
denfalls hatte sie groBen Einfluss auf die seitherige Ent-
wicklung der Mathematikdidaktik - gerade auch im inter-
nationalen Rahmen.

Freudenthal folgend umfaft ein das Lehren und Lernen
von Mathematik addquat beschreibendes und organisie-
rendes Modell diese Komponenten: Ausgehend von einer
»didaktischen Phanomenologie mathematischer Begriffe*
(Freudenthal 1983), d.h. einer Reflexion dariiber, wie
mathematische Begriffe ,in der Welt“ verankert sind,
wird liber eine Reihe von Stufen einer ,progressiven
Schematisierung* (Freudenthal 1981) die Bildung der
entsprechenden mathematischen Begriffe bei den Schiile-
rinnen und Schiilern angeregt. Dies zielt ab auf die Aus-
bildung tragfahiger ,,mentaler Modelle fiir mathematische
Begriffe“ (Freudenthal 1983). Freudenthals Grundkon-
zept beinhaltet also zwar eine Orientierung ,,an der Welt*,
erschopft sich aber nicht darin, sondern versucht von dort
zu mathematischer Begrifflichkeit aufzusteigen.

Der Unterricht hat diese Art der Verankerung mathe-
matischer Begriffe methodisch geeignet umzusetzen. Das
Konzept der ,,realistic mathematics education® (de Lange
1996) ist eine Konkretisierung dieser Grundkonzeption,
ausgearbeitet bis hin zur Darstellung im Unterricht er-
probter Situationen, dem Entwurf von Unterrichtseinhei-
ten und der Bereitstellung passender Aufgaben(-serien).

Die Forderung nach einer stirkeren Anwendungsorien-
tierung ist eine international aktuelle und iibergreifende
mathematikdidaktische Stromung (Blum 1996). Auch in
Deutschland gibt es entsprechende Bestrebungen, z.B.
durch die sog. ISTRON-Gruppe (Blum & al 1994-1997).
Im Konzept der ,realistic mathematics education” im
Sinne Freudenthals gibt es aber einen entscheidenden
Gedanken, der die prinzipielle Differenz zu einem ,,nur
anwendungsorientierten Unterrichtsansatz markiert:

,»The real world problem will be used to develop mathematical
concepts. This process can be called conceptual mathematizati-
on: The problem is not in the first meant to be solved for pro-
blem solving purposes, but the real meaning lies in the under-
lying exploration of new mathematical concepts.” (de Lange
1996, p 90)

Von daher ergibt es sich, dass es gerade innerhalb des
Konstrukts ,,mathematical literacy* im Sinne des interna-
tionalen PISA-Frameworks eine sehr starke Ausrichtung
auf die konzeptuellen Seiten der Mathematik gibt, und
dass dies dementsprechend auch in den Items abgebildet
ist. Im PISA-Framework (OECD 1999, p 41) wird dazu
eine Aussage Freudenthals wieder zitiert:

,,Our mathematical concepts, structures and ideas have been
invented as tools to organise the phenomena of the physical,
social and mental world.“ (Freudenthal 1983).

Dies kann in zweierlei Weisen gelesen werden. Einerseits
wird beschrieben, dass der Bezug zur ,,real world* viel-
faltig sein und iiber eine Anwendung auf dullere Gege-
benheiten hinausgehen muss. Andererseits betont diese
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Aussage abermals, dass es gerade die Begriffe sind, die
als ,,tools* zur ErschlieBung ,der Welt* in Frage kom-
men, und nicht etwa allein das Beherrschen alltagstaugli-
cher Rechenverfahren.

Offenbar stehen also in der ,realistic mathematics
education®, und demnach abgeleitet auch bei ,,mathema-
tical literacy“ gemdl dem internationalen PISA-
Framework, mathematische Konzepte als zu erreichendes
Ziel im Vordergrund. Es wird nun verstdndlich, dass die
in den traditionellen Curricula oft vorherrschend unter-
richteten mathematischen Fertigkeiten nicht den Haupt-
focus von PISA bilden kénnen. Diese ,,skills and routi-
nes*“ werden daher im internationalen PISA-Test nicht
isoliert erfasst, sondern sind stets eingebunden in kon-
zeptuell geprigte und kontextgebundene Aufgaben und
Aufgabenkomplexe.

1.3 Notwendigkeit und Grundansatg bei den Erginzun-
gen in der deutschen Zusatzerhebung

Das PISA-Konstrukt ,,mathematical literacy”, wie es im
internationalen PISA-Framework (OECD 1999, Chap.2)
dargestellt ist, ist somit ein ausdriicklich einer bestimm-
ten mathematikdidaktischen Lehr-Lern-Tradition verbun-
denes und daher stark normativ gepriagtes Konzept. Wiin-
schenswerte Ziele des Mathematikunterrichts, ndmlich
praktische Nutzbarkeit und systematischen Aufbau der
Mathematik so zu verbinden, dass nicht lediglich isolier-
tes Lernen von Fertigkeiten entsteht, sondern kontext-
verankerte mathematische Begriffe ausgebildet werden,
sind in dieser Konzeption konkret, allerdings in einer sehr
spezifischen Weise umgesetzt. Es sind also hierin Kom-
ponenten ,,mathematischer Grundbildung® (Winter 1995)
mit angesprochen. Aus mathematikdidaktischer Sicht und
aus der Sicht aktueller Lehrplantendenzen (MNU 1999)
fungiert dieses Konzept durchaus als eine Ziel-
orientierung auch fiir deutsche Lehrpline.

Allerdings gehort zu den Zielen einer ,,mathematischen
Grundbildung®, etwa im Sinne der oben zitierten Aufga-
ben eines allgemeinbildenden Mathematikunterrichts,
zusitzlich der Hinweis darauf, dass Mathematik auch als
»eine deduktiv geordnete Welt eigener Art*“ (Winter
1995), gelost von den phinomenologischen Ver-
ankerungen, gesehen werden kann und soll. Dieser
Aspekt ist in der internationalen PISA-Konzeption eher
unterreprasentiert. Betont wird aber hier wie dort, dass es
auf die Verbindung inhaltlicher und formaler Kenntnisse
ankommt.

Im realen Mathematikunterricht in Deutschland und
korrespondierend in der Struktur der Leistungen deut-
scher Schiilerinnen und Schiiler bildet sich jedoch diese
Verbindung von praktischer Anbindung, formaler Kennt-
nis und begrifflicher Vertiefung nicht ab. Nach vorliegen-
den empirischen Untersuchungen zeigen sich vielmehr im
deutschen Mathematikunterricht Probleme beim ver-
standnisvollen Gebrauch und bei der Vernetzung mathe-
matischer Konzepte, sowie eine Uberbetonung kalkiilori-
entierter Fertigkeiten.

Auf drei Ebenen kann dies festgemacht werden, wobei
die mit unterschiedlichen Ansitzen gewonnenen Resul-
tate sich gegenseitig stiitzen und so durchaus zu einem in
sich stimmigen Gesamtbild konvergieren:

- Auf der Ebene der als (duBBeres) Ziel verlangten Kennt-
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nisse am Ende des Durchlaufens des curricular defi-
nierten Mathematikunterrichts, also auf der Ebene der
Leistungsnormen hat Bauer bereits 1974 mittels einer
Analyse von bayerischen Abituraufgaben die Fertig-
keitsorientierung anstelle einer fahigkeitsbezogenen
Ausrichtung herausgearbeitet. Wynands (1995) besté-
tigte dies erneut und arbeitet die zeitliche Konstanz die-
ses Zustands iiber Curriculumreformen hinweg heraus.
Maier (1994) zeigt, wie in Abschlussklausuren fiir die
baden-wiirttembergischen Realschulen die an sich
komplexen ridumlich-geometrischen Aufgaben eben-
falls zu einer Abfrage isolierter Fertigkeiten verengt
werden.

- Auf der Basis vorliegender internationaler detaillierter
Leistungsstudien haben Blum & Wiegand (1998) aus
Analysen ausgewéhlter TIMSS-Items Schwierigkeiten
deutscher Schiilerinnen und Schiiler beim inhaltlichen
Durchdringen und Strukturieren von Sachkontexten
konstatiert, also insbesondere mangelnde begriffliche
Féhigkeiten. Neubrand & Neubrand & Sibberns (1998)
analysieren die TIMSS-Items in den Gebieten Geome-
trie und Umgehen mit Daten jeweils insgesamt und fin-
den eine durchgehende Verschiebung zu relativ schwé-
cheren Leistungen in Deutschland dann, wenn begriff-
liche Verbindungen herzustellen und Vernetzungen
vorzunehmen sind. Diese Analysen bezogen sich auf
die TIMSS-Resultate in der Sekundarstufe I (TIMSS-
Population 2); die TIMSS-Resultate fiir Population 3
zeigen, dass sich diese Einseitigkeit im Leistungsprofil
auch in der Sekundarstufe II nicht mehr auflost (Bau-
mert & al 2000).

- Auf der Ebene der Unterrichtsanalysen macht Kaiser
(1999) die Kalkiilorientierung als spezifisches Kenn-
zeichen des deutschen Mathematikunterrichts im Ver-
gleich zum englischen aus. Doérr & Zimmermann
(1998) zeigen anhand des Vergleichs thiiringischer Re-
gelschulen und bayerischer Realschulen u.a. auf, dass
Ubungen vorwiegend auf das Abarbeiten von festen
Losungsmustern bezogen sind und nur wenige Aspek-
tewechsel im Mathematikunterricht vorkommen. Fang-
hénel (1983) fand im Mathematikunterricht der DDR,
dass bei ca. % der Aufgaben die Festigung von soeben
behandeltem Stoff die vorrangige Funktion war, selbst-
stindige Erarbeitung neuer Stoffe also kaum vor-
kommt. J.Neubrand (in Druck) zeigt anhand der Stun-
den der TIMSS-Video-Studie auf, dass bereits bei der
Stellung von Aufgaben in Deutschland eine charakteri-
stische Uberbetonung prozedural ausgerichteter Aufga-
ben zu beobachten ist.

Sicher ist diese Kalkiilorientierung und die Tendenz zu
isoliert abzuarbeitenden Aufgabenklassen ein Kennzei-
chen nicht allein des deutschen Mathematikunterrichts.
Das PISA-Framework erkennt dies auch selbst:

,,However, school mathematics is often offered to students as a
strictly compartmentalised science, and over-emphasises com-
putation and formulae.

Dagegen setzt das internationale PISA-Konzept sein
Konstrukt der ,,mathematical literacy* und betont

... for OECD/PISA, interconnections and common ideas are
central elements” (OECD 1999, p 48).
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Die dominante begriffliche Orientierung des internatio-
nalen PISA-Tests, die oben als Konsequenz der ,,mathe-
matical literacy - Definition im Framework herausgear-
beitet wurde, trifft also (auch und insbesondere) in
Deutschland nicht auf eine entsprechend vorbereitete
Unterrichts- und curriculare Realitit.

Dies hat Konsequenzen fiir die Anwendung des inter-
nationalen PISA-Tests in Deutschland (und ggf. glei-
chermaBlen in anderen Landern). Bekannt ist ndmlich,
dass Schiilerinnen und Schiiler diejenigen Aufgaben rela-
tiv zu ihrem allgemeinen Leistungsstand besser beherr-
schen, die ithrem Curriculum sowohl vom Stoff als auch
von den impliziten Ausrichtungen, der ,,Farbung* (Neu-
brand & Neubrand & Sibberns 1998), her am ehesten
entsprechen. Darauf hat bereits Freudenthal (1975) in
seiner Kritik an den fritheren Untersuchungen der IEA
hingewiesen. Uberdies wird der PISA-Test in Deutsch-
land aber auch verwendet, um den Ertrag des schulischen
Mathematikunterrichts in den einzelnen Bundesldndern
vergleichen zu konnen. Dies verschirft das Problem der
Passung nochmals.

Das internationale PISA-Framework kann also durch-
aus einen allgemeinen, normativ gesetzten Horizont ab-
geben, vor dem auch die deutschen Leistungen gesehen
werden konnen, sogar legitimerweise gesehen werden
sollten, wie eingangs herausgearbeitet wurde. Auch ist es
ein Vorteil, dass dieser Horizont nicht von einer partikulé-
ren innerdeutschen Léndersicht geprégt ist. Jedoch erfor-
dert es die spezifische, von den Grundideen des interna-
tionalen PISA-Tests distanzierte Ausrichtung des tatsdch-
lichen deutschen Mathematikunterrichts, das internatio-
nale PISA-Framework und entsprechend den Test selbst
durch weitere Komponenten zu ergénzen.

Diese sollen einerseits die Aspekte ,,mathematischer
Grundbildung®, wie sie im deutschen Mathematikunter-
richt angestrebt werden, und die im internationalen PISA-
Konzept weniger betont sind, aufnehmen. Andererseits
muss der real existierenden Kalkiilorientierung des deut-
schen Mathematikunterrichts in angemessener Weise
Rechnung getragen werden. Nur so kann der PISA-
Zusatztest in Deutschland dann auch diagnostische Funk-
tionen erfiillen und Hinweise geben, worin Unausgewo-
genheiten im Leistungsprofil gegriindet sein konnen.

Dabher sind - wenigstens im ersten Zyklus von PISA -
auch formale und technische Kenntnisse entsprechend zu
beriicksichtigen. Léngerfristige Konzepte zur Fortent-
wicklung des Mathematikunterrichts sehen solche Fertig-
keiten allerdings mehr und mehr in ihrer Vernetzung, und
folglich ist der Stellenwert dieser Kenntnisse auch in den
folgenden Zyklen von PISA kritisch zu priifen. Durch
diesen Ansatz werden auch die Dynamiken, die in den
jetzt implementierten Reformbestrebungen fiir den Ma-
thematikunterricht sichtbar werden (BLK 1997), aufge-
nommen. Denn gerade die Uberwindung einer nur fertig-
keitsbezogenen Ausrichtung des Mathematikunterrichts
ist dort das Ziel. Diese Ausgangslage ist aber zuerst zu
dokumentieren, um sie iiberwinden zu kénnen.

Zu diesem Zweck wird im folgenden eine Differenzie-
rung und Erweiterung des internationalen Frameworks,
das gleichwohl als Ausgangsbasis dient, vorgenommen.
Der internationale PISA-Test wird dabei auf der Basis
dieser Uberlegungen in der deutschen Zusatzerhebung
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durch Items erginzt, die in dieser Art im internationalen
Test entweder gar nicht vorkommen oder dort in Zusam-
menhidngen und ,,Farbungen® auftreten, die fiir deutsche
Schiilerinnen und Schiiler eher ungewohnt sind. Insge-
samt ergibt sich dann aus der Kombination des interna-
tionalen PISA-Tests und der deutschen Zusatzerhebung
die Moglichkeit, die ,mathematische Grundbildung*
deutscher Schiilerinnen und Schiiler addquater als es
durch den internationalen Test allein moglich wire zu
erfassen.

Dies bedeutet freilich nicht, dass das Konstrukt , ma-
thematische Grundbildung® damit endgiiltig fixiert sei.
Vielmehr gilt auch fiir die deutschen Ergénzungen das,
was innerhalb der PISA-Diskussionen immer wieder be-
tont wurde: Die Frameworks sind - in Hinblick auf die
Zyklenstruktur von PISA ebenso wie in Hinblick auf die
spezifische Weiterentwicklung der Komponenten mathe-
matischer Grundbildung - als ,,living frameworks* aufzu-
fassen, offen fiir kritische Priifungen, auch durch die Er-
gebnisse des Tests selbst, fiir Revisionen und Weiterent-
wicklungen.

2. Erweiterungen und Differenzierungen der interna-
tionalen PISA-Konzeption: Framework fiir den PISA-
Test in Deutschland

Die internationale Mathematik-Expertengruppe von
OECD-PISA (sog. ,Mathematics Functional Expert
Group“; Leitung durch Jan de Lange, Freudenthal-Institut
Utrecht) organisiert das internationale PISA-Framework
um vier Aspekte. Die beiden Hauptaspekte sind

- mathematical competencies

- mathematical big ideas.

Die beiden untergeordneten Aspekte sind

- mathematical curricular strands

- situations and contexts.

Die beiden letztgenannten Aspekte dienen dazu, die
Testaufgaben iiber Stoffgebiete und Kontexte ausgewo-
gen zu streuen, wiahrend die beiden Hauptaspekte den
Zweck haben, die allgemeinen Perspektiven, die im Test
angesprochen werden und nach denen eine Beurteilung
der Leistung stattfindet, zu beschreiben.

Im folgenden werden die Aspekte des internationalen
Frameworks dargestellt und daraus die Erweiterungen
und Differenzierungen des deutschen Frameworks ent-
wickelt.

2.1 Kategorisierung ausgewiihlter mathematischer
Kompetenzen

Im ersten Hauptaspekt des internationalen PISA-
Frameworks ,,Mathematical literacy* (OECD 1999) wird
eine Liste allgemeiner mathematischer Kenntnisse, Fer-
tigkeiten und Féhigkeiten angegeben, die fiir alle Berei-
che und Ebenen der mathematischen Bildung relevant
sind. Uber diese allgemeine Beschreibung diirfte in der
Mathematikdidaktik weitgehend Konsens bestehen. Die
Liste der ,, competencies “ lautet so (OECD 1999, p 43)":

" In der aktuellen internen Diskussion iiber die Fortentwicklung
der PISA-Frameworks wird vorgeschlagen, in dieser Liste je-
weils ,,skills“ durch ,,capabilities” zu ersetzen. Dies trife die
beabsichtigten Aussagen besser.

Information

Mathematical thinking skill. This includes posing questions
characteristic of mathematics (,,Is there ..?“, ,If so, how
many?“, ,,How do we find ...7*); knowing the kinds of answers
that mathematics offers to such questions; distinguishing bet-
ween different kinds of statements (definitions, theorems, con-
jectures, hypotheses, examples, conditioned assertions); and
understanding and handling the extent and limits of given ma-
thematical concepts.

Mathematical argumentation skill. This includes knowing
what mathematical proofs are and how they differ from other
kinds of mathematical reasoning; following and assessing
chains of mathematical arguments of different types; possessing
a feel for heuristics (,,What can(not) happen, and why?*); and
creating mathematical arguments.

Modelling skill. This includes structuring the field or situation
to be modelled; ,,mathematising® (translating ,reality* into ma-
thematical structures); ,,de-mathematising® (interpreting ma-
thematical models in terms of ,reality”); working with a ma-
thematical model; validating the model; reflecting, analysing
and offering a critique of a model and its results; communica-
ting about the model and its results (including the limitations of
such results); and monitoring and controlling the modelling
process.

Problem posing and solving skill. This includes posing, for-
mulating, and defining different kinds of mathematical pro-
blems (,pure”, ,applied”, ,,open-ended” and ,.closed); and
solving different kinds of mathematical problems in a variety of
ways.

Representation skill. This includes decoding, interpreting and
distinguishing between different forms of representation of
mathematical objects and situations and the interrelationships
between the various representations; choosing, and switching
between, different forms of representation, according to situati-
on and purpose.

Symbolic, formal and technical skill. This includes: decoding
and interpreting symbolic and formal language and understan-
ding its relationship to natural language; translating from natural
language to symbolic/formal language; handling statements and
expressions containing symbols and formulae; using variables,
solving equations and undertaking calculations.

Communication skill. This includes expressing oneself, in a
variety of ways, on matters with a mathematical content, in oral
as well as in written form, and understanding others’ written or
oral statements about such matters.

Aids and tools skill. This includes knowing about, and being
able to make use of, various aids and tools (including informati-
on technology tools) that may assist mathematical activity, and
knowing about the limitations of such aids and tools.

Im internationalen Framework werden die in dieser Liste
aufgezihlten mathematischen Kompetenzen allerdings
nicht einzeln zur Erfassung von Facetten der einzelnen
Items herangezogen. Die Begriindung dafiir liegt in einer
integrativen Sicht vom Bearbeiten mathematischer Auf-
gaben:

»OECD/PISA does not propose the development of test items
that assess the above skills individually. When doing real ma-
thematics, it is usually necessary to draw simultaneously upon
many (perhaps all) of the skills, so that any effort to assess indi-
vidual skills is likely to result in artificial tasks and an unneces-
sary compartmentalisation of the mathematical literacy doma-
in.“ (OECD 1999, p 43)

Vielmehr wird diese Liste in drei relativ umfangreiche
Kompetenzklassen gebiindelt:

Class 1: reproduction, definitions, and computations;
Class 2: connections and integration for problem solving;
Class 3: mathematical thinking, generalisation and insight.

49



Information

Diese integrative Sicht auf die Items hat ihre Wurzeln
wieder in der Hintergrundphilosophie der ,realistic ma-
thematics education®. Sie reflektiert also eine Vorstellung
vom Lernen von Mathematik, die man als eine mathema-
tikdidaktische Orientierung anstreben sollte, die aber je-
denfalls augenblicklich in den realen deutschen curricula-
ren Ansétzen im allgemeinen so nicht realisiert ist.

Daher erscheint das alleinige Vorgehen entlang einer
Drei-Klassen-Einteilung  im  internationalen  PISA-
Framework aus zwei Griinden zu grob, um spezifische
Leistungen und Defizite aufgrund des deutschen Mathe-
matikunterrichts erfassen zu konnen. Einerseits erfordert
es die oben beschriebene, schwerpunktméalig auf Kalkii-
le, Algorithmen, Prozeduren bezogene und wenig inte-
grative Ausrichtung des deutschen Mathematikunter-
richts, die technischen Fertigkeiten separat auszuweisen.
Andererseits will der deutsche PISA-Ergénzungstest auch
Ansétze erfassen, wo eine gezielte Weiterentwicklung des
deutschen Mathematikunterrichts stattfinden kann und
notwendig ist. Der Test soll also auch diagnostische Hin-
weise geben konnen.

Dazu sollten einige ausgewdhlte, fiir die Qualitdt des
Mathematikunterrichts offenbar zentrale Kompetenzen
prazisiert, differenziert und separat erfasst werden. In
besonderem Malle ist das fiir die spétere Interpretation
der Ergebnisse wichtig. Fiir die Beschreibung des Tests
insgesamt ergibt sich dadurch aber auch eine den deut-
schen Verhiltnissen eher angepasste Kennzeichnung.

Von besonderem Interesse fiir die Weiterentwicklung
des Mathematikunterrichts (vgl. nochmals: BLK 1997)
diirften die Kompetenzen ,,mathematical argumentation
skill®, ,,modelling skill“ und ,,representation skill* sein.
Im nationalen PISA-Framework in Deutschland sollten
also diese Kompetenzen als einzelne Facetten eines Items
festgehalten werden. Dazu werden im folgenden zunéchst
diese speziell ausgewidhlten Kompetenzen in Relation zur
internationalen Kennzeichnung teilweise neu und diffe-
renzierter gegliedert beschrieben. Die ,,symbolic, formal
and technical skills*“ werden im néchsten Abschnitt in
einer eigenen Kompetenzklasse beriicksichtigt.

2.1.1 Begriindungsfihigkeiten - mathematische Tdtigkei-
ten

Zu einem Item kann festgehalten werden, ob ,,mathe-
matical argumentation skills®, wie sie im internationalen
Framework aufgezdhlt sind, zum Bearbeiten der Aufgabe
essentiell notwendig sind, ob also explizit Begriindungen
oder Beweise gefordert werden. Im internationalen Fra-
mework sind Begriindungsaufgaben - je nach Einbettung
und Reichweite - iiber die Classes 2 und 3 hinweg ge-
streut, einzeln sind sie nicht gekennzeichnet und daher
ein Verhalten auf diesen Items nicht erfassbar.

Es wird an dieser Stelle (aus pragmatischen Griinden)
im deutschen Framework zusatzlich erfasst, ob vom ma-
thematikdidaktischen Standpunkt aus interessant erschei-
nende weitere mathematische Titigkeiten, beispielsweise
ein induktiver Schluss, eine Verallgemeinerung, etc., fiir
das Item von entscheidender Bedeutung sind. Solche
mathematischen Tétigkeiten - es werden konkret nur sehr
wenige sein - konnen frei notiert werden.
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2.1.2 Modellierungsfihigkeiten

Die Beherrschung von Modellierungsprozessen, also die

Féhigkeit, inner- oder aulermathematische Problemsitua-

tionen in geeignete mathematische Terminologie trans-

formieren, mittels dieser 16sen und die Ergebnisse wieder
auf die Ausgangssituation beziehen zu kdnnen, ist eine
der wichtigsten Komponenten mathematischer Grundbil-
dung. Das internationale Framework widmet der ,,ma-
thematisation aus diesem Grunde einen ganzen Ab-
schnitt. Die verschieden Stufen der ,,mathematisation®
werden aber in den internationalen ,,competency classes®
nicht mehr im einzelnen getrennt sichtbar gemacht. Es
handelt sich daher beim Gedanken der ,,mathematisation‘
eher um eine durchgehende Leitidee des internationalen

PISA-Frameworks als um ein Analyseinstrument.

Die Terminologie in diesem speziellen Feld ist aller-
dings schon innerhalb der Mathematikdidaktik, erst recht
zwischen Fachdidaktik und Lehr-Lern-Psychologie, ver-
wirrend uneinheitlich. Im internationalen PISA-
Framework wird mit ,,Mathematisation* der vollstindige
Prozess des Anwendens von Mathematik und des Riick-
iibersetzens der gewonnenen mathematischen Resultate
bezeichnet. Demgegeniiber wird hier - vermutlich mehr-
heitlichem mathematikdidaktischem  Sprachgebrauch
folgend (Schupp 1988, Blum 1996) — diese Terminologie
verwendet: Der Begriff ,,Modellierung* bezeichnet den
gesamten Vorgang des Anwendens und Riickiibersetzens.
,Mathematisieren bezeichnet hier dagegen spezieller
genau den Prozess des Ubersetzens einer Situation in die
Sprache der Mathematik. Im allgemeine gehen dem Pro-
zesse des ,,Prizisierens” und ,,Formalisierens* voraus, in
denen die wesentliche Variablen der Situation erfasst
werden (Kaune 1995).

Aus deutscher Sicht ist es nun - in Hinblick auf eine
genauere Eingrenzung auftretender Schwierigkeiten -
wiinschenswert, die Prozesse beim Modellieren differen-
zierter als im internationalen PISA-Framework auszuwei-
sen. Denn dann kann genauer auf die vorhandenen Mo-
dellierungsfahigkeiten geschlossen werden. Dazu dient
ein in der Mathematikdidaktik allgemein als Beschrei-
bung akzeptiertes Schema (Schupp 1988, Blum 1996).
Demnach besteht der Prozess des Modellierens aus diesen
Komponenten:

- ,prézisieren‘/“formalisieren” und ,mathematisieren®,
d.h. Identifizieren der relevanten Parameter und Uber-
setzen einer Situation in ein mathematisches Modell,

- ,,deduzieren®, d.h. Bearbeiten des mathematischen Mo-
dells mittels mathematischer Methoden und Verfahren,
aber auch mittels der Verwendung mathematischer Be-
griffe,

- interpretieren” der im Modell gewonnenen mathema-
tischen Aussagen und Ergebnisse in Hinblick auf die
Ausgangssituation,

- ,validieren”, d.h. Priiffung des gesamten Modells auf
seine Adéquatheit hinsichtlich der urspriinglichen Pro-
blemstellung.

Es ist wichtig, an dieser Stelle auf einen entscheiden-
den Punkt im Gebrauch des Begriffs ,,Modellierung® in
diesem Framework hinzuweisen. Ob sich eine Modellie-
rung auf eine innermathematische oder auf eine aufer-
mathematische Situation bezieht, ist vom kognitiven
Standpunkt aus unerheblich (Cohors-Fresenborg 1996).
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Es sind die gleichen kognitiven Prozesse (formalisieren,
ubersetzen, strukturieren, im Modell arbeiten, zuriick-
iibersetzen), die auch bei der Behandlung einer innerma-
thematischen Aufgabe ablaufen. Bekannte typische Bei-
spiele dafiir sind etwa Berechnungen komplizierter Fli-
chen, fiir die man erst eine geeignete Strukturierung — das
»Modell“ — finden muss, auf der die Losung beruht.

Im folgenden wird daher der Begriff ,,Modellierung*
konsequent sowohl auf auBermathematische, wie auf in-
nermathematische Aufgaben angewandt. Konsequenter-
weise ist dann in Abschnitt 2.4. auch von innermathema-
tischen Kontexten die Rede. In Ubereinstimmung mit
dem erweiterten Begriff der ,,mathematischen Grundbil-
dung® (siehe Abschnitt 1.2.) ermdglicht es diese Zusam-
menschau, die Klasseneinteilung der Items entlang qua-
litativer Unterschiede in den Denkprozessen vorzuneh-
men, und iiberwindet so eine Uberbetonung akzidentieller
Unterschiede durch die duBere Gestalt der Aufgabe.

Prinzipiell sind zwar bei jeder Aufgabe (Item) - soweit
sie nicht schlicht in der Ausfiihrung eines vorgegebenen
Algorithmus besteht (siche unten bei Klasse 1A) - alle
diese vier Komponenten vorhanden. Dieses prinzipielle
Vorhandensein der vier Komponenten muss also nicht
eigens notiert werden. Es gibt aber Aufgaben, bei denen
eine der vier Komponenten ausschlielich oder dominant
gefordert ist. In diesem Falle ist diese Komponente bei
der Einordnung der Aufgabe festzuhalten. Von prakti-
scher Bedeutung wird dabei lediglich das Festhalten der
beiden sich komplementér verhaltenden Kategorien
- ,prézisieren* und/oder ,,mathematisieren®, bzw.

- interpretieren“ und/oder ,,validieren®,
sein.

2.1.3 Présentation des Items als Indikator spezieller Mo-

dellierungsfihigkeiten

,»Representation skills* werden im deutschen Framework

nur insoweit betrachtet, als sie Aufschlufl geben kdnnen,

in welcher Darstellungsform die Aufgabe vorgelegt wird

und damit, falls ein Modellierungsprozess erforderlich ist,

aus welcher Reprisentationsform heraus der Modellie-

rungsprozess einsetzt. Unterschieden wird hierfiir im ein-

zelnen:

- die Aufgabe besteht nur aus Text.

- die Aufgabe enthdlt Graphiken, Diagramme.

- die Aufgabe enthilt Funktionsgraphen oder geometri-
sche Zeichnungen.

- die Aufgabe enthilt Tabellen.

- die Aufgabe enthdlt reale oder realititsnahe Bilder
(auch: Landkarte).

Die bis hierher ausgewahlten mathematischen Kompeten-
zen werden bei einem Item ,facettenartig” erfasst, d.h.
nicht zu jeder Kategorie muss auch tatsiachlich ein Ein-
trag gemacht werden.

Beispiel:
e Ein Schweizer Franken ist ungefihr 1,30 DM wert.
Schreibe eine Formel auf, mit der man den Wert von
x DM in Schweizer Franken berechnen kann. (Format:
freie Antwort)
Die genannten Kompetenzen fiihren bei diesem Item zu
diesen Kategorien:

Information

in2.1.1 (evtl.: Formalisieren)
in 2.1.2 prdzisieren / mathematisieren
in2.1.3 Text

2.2 Bildung von differenzierten Kompetenzklassen
Neben den bisher genannten ausgewdhlten mathemati-
schen Kompetenzen, die eigens erfasst werden, werden
auch im deutschen PISA-Framework die Items in Klassen
eingeteilt. Diese Klassen entstehen teilweise aus Spezifi-
zierungen der internationalen Classes, sind jedoch in ei-
nigen Charakteristika anders, ndmlich auf deutsche Ver-
haltnisse hin, zugeschnitten.

Wie das internationale Framework geht auch dieses
Framework davon aus, dass die durch die Items zu erfas-
senden Lern- und Denkprozesse nicht aus einer unver-
bundenen Nebeneinanderstellung von separierten Kom-
petenzen bestehen konnen. Andernfalls bestlinde ja die
Mbglichkeit, lediglich durch #uBere Anderungen von
Formulierungen und Einkleidungen die fiir das Item cha-
rakteristischen Losungsprozesse zu beeinflussen, ohne an
den nétigen Denkprozessen etwas zu dndern. Kompetenz-
Klassen sollen also immer Items zusammenfassen, die
qualitativ unterschiedliche mathematische Denkprozesse
erfordern. In dieser Sichtweise stimmen nationales und
internationales Framework tiberein. Unterschiede ergeben
sich jedoch, wenn Differenzierungen so vorgenommen
werden, dass Gegebenheiten des deutschen Mathema-
tikunterrichts abgebildet werden konnen.

Diese differenzierten Kompetenzklassen bilden den
wesentlichen Kern des Frameworks, weil sie gestatten,
Profilbildungen und Strukturen in der Leistung der (ins-
besondere: deutschen) Schiilerinnen und Schiiler mathe-
matikdidaktisch begriindet abzubilden. Die Beschreibung
dieser Klassen erfolgt nun.

Klasse 1A: Technische Fertigkeiten

Die ,,symbolic, formal and technical skills* aus dem in-
ternationalen Framework gehen weit iiber das hinaus, was
gewohnlich in Deutschland unter dem Beherrschen von
Verfahren verstanden wird, indem nédmlich explizit auch
Ubersetzungsleistungen, die eher dem Modellieren zuzu-
rechnen sind, einbezogen werden. Dartiber hinaus sind sie
ganz auf Kalkiile im Sinne von rechnen, Gleichungen
16sen, Terme umformen bezogen, blenden also z.B. geo-
metrische Prozeduren (Konstruktionen) aus.

Die Kompetenz ,technische Fertigkeiten wird daher
im deutschen Framework auf Items beschrinkt, die nur
»procedural knowledge™ im Sinne von Hiebert (1986)
erfordern. Das sind Aufgaben, bei denen lediglich das
Abarbeiten eines in der Aufgabe selbst angesprochenen
Algorithmus (im weitesten Sinne) und keine Modellie-
rung, auch keine ,innermathematische* (siehe unten),
erforderlich ist.

Im internationalen Framework ist die Class 1 definiert
unter Riickgriff auf die ,,symbolic, formal and technical
skills®. Im nationalen Framework wird daraus die Klasse
1A ,Technische Fertigkeiten“ als eine eigene Kompe-
tenzklasse ausgegliedert. Mit gleicher Intention kdénnen
dazu auch noch solche Items gezdhlt werden, die ledig-
lich den Abruf von Faktenwissen verlangen, ohne dass im
Item mit diesem Wissen gezielt mathematisch modellie-
rend weitergearbeitet wird. Hieraus entsteht im Frame-
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work fiir den PISA-Test in Deutschland die

Klasse 1A:
Die Aufgabe erfordert nur technische Fertigkeiten
und/oder den Abruf von Faktenwissen.

Beispiele:

e Solve the equation 7x-3 = 13x+15!

e What is the average of 7, 12, 8, 14, 15,9 ?
e Write 69 % as a fraction !

e Line m is called the circle’s ............ .
(aus dem internationalen PISA-Framework, Figure 2)

Klasse 1B: Einschrittige Standardmodellierungen

Als Ergénzung zum internationalen Framework und zum
internationalen Test sind auBerdem Items in Betracht zu
ziehen, bei denen der Modellierungsprozess einfach und
einschrittig in dem Sinne ist, dass lediglich die Ubertra-
gung in ein fertiges, aus einem eng begrenzten mathema-
tischen Gebiet stammendes, i.a. sogar im Curriculum als
Stoft verankertes Modell erforderlich ist. Oft wird die
Bezeichnung ,eingekleidete Aufgabe® dafiir gebraucht.
Solche Aufgaben sind international ebenfalls in Class 1
gelegt, konnen aber dort nicht separat identifiziert wer-
den, obwohl sich im Schulunterricht solche Aufgaben
hiufig finden und diese auch von rein technischen Auf-
gaben (Klasse 1A) zu unterscheiden sind. Hierfiir wird
die Klasse 1B gebildet:

Klasse 1B:

Zur Losung der Aufgabe ist eine Modellierung erfor-
derlich. Diese ist jedoch unter Riickgriff auf einen ein-
zige Algorithmus, eine einzige Formel moglich. Es ist
also die passende Formel, das passende Verfahren, die
passende Prozedur aus dem vorhandenen Wissen aus-
zuwéhlen und dann anzuwenden. Das zur Modellierung
erforderliche Wissen stammt aus einem einzigen ma-
thematischen Gebiet.

Beispiele:
e 100 DM werden auf ein Sparkonto mit Zinssatz 4 %
gelegt. Wie ist der Kontostand nach einem Jahr? (For-
mat: multiple choice: 4 DM / 40 DM / 104 DM / 140
DM / 400 DM)
Es handelt sich offenbar um eine Grundaufgabe der
Prozentrechung. ,, Sparbuch* und ,, Zinssatz “ sind
Standardeinkleidungen in einen realititsbezogenen
Kontext (siehe auch 2.4.).
o Einem Sparkonto mit Zinssatz 4 % werden am Ende des
Jahres 32 DM gutgeschrieben. Wieviel war zu Jahresbe-
ginn auf dem Konto? (Format: multiple choice: /132 DM
/ 320 DM / 400 DM / 800 DM / 3200 DM)
Formal handelt es sich hierbei um die ,, Umkehraufga-
be“ der vorangehenden Aufgabe. Die Aufgabe wird
zwar kognitiv anspruchsvoller, den Charakter einer
einschrittigen Standardmodellierung behdlt sie jedoch
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bei.

Die Beispiele zeigen, dass es nicht auf Unterschiede in
der rein technischen Durchfiihrung der Berechnung an-
kommt, auch nicht darauf, wie ,,schwierig” die erforderli-
che Berechnung ist, sondern lediglich darauf, dass man
die Aufgabe mit einem einzigen Schritt der Modellierung
und dann anschlieBend durch ein einziges algorithmisch
durchzufiihrendes Verfahren 16sen kann.

Die Wichtigkeit der Unterscheidung dieser Klasse von
Klasse 1A besteht darin, dass deutsche Unterrichts- und
Schulbuchaufgaben oft diesem Muster entsprechen: Eine
Aufgabe dient dazu, ein bereits eingefiihrtes Verfahren
anzuwenden und einzuiiben. In den internationalen PISA-
Aufgaben kommen oft nur Teilaufgaben in diese Klasse,
wobei die Gesamtaufgabe selbst komplexere Anforde-
rungen stellt.

Klasse 2A: Begriffliche Modellierung

Die internationale Class 2 ist vor allem durch die Bedin-
gung ,.connections charakterisiert. Es sind also Querver-
bindungen zwischen verschiedenen Gebieten und/oder
innerhalb der Aufgabe selbst zu ziehen. Die Modellierung
greift nun nicht mehr auf ein einziges vorgegebenes
Standardmodell zuriick.

Eine erste Form, Verbindungen herzustellen, besteht
darin, zur Losung des Items begriffliches Vorgehen ein-
zusetzen, also ,,conceptual knowledge im Sinne von
Hiebert (1986) zu verwenden. Essentiell fiir ,begriffli-
ches Wissen“ in diesem Sinne ist, dass ein Zusammen-
hang zwischen Wissenselementen hergestellt werden
muss, und dass dieser Zusammenhang sich nicht nach
Durchfiihren eines Algorithmus erschlieft sondern auf-
grund einer Gemeinsamkeit der Gegensténde, eines ,,Hin-
einsehens von Gemeinsamkeiten, u.4..

Inhaltlich oft schwer zu unterscheiden ist, ob beim Lo-
sen der Aufgabe wirklich eine kreative Begriffsbildung
erfolgen muss, oder ob es geniigt, ein geeignetes Stiick
bekannten begrifflichen Wissens zu aktivieren, das dann
zu der Losung der Aufgabe in einem einzigen Schritt,
eben im Erkennen des Zusammenhangs, fiihrt. Beide
Fille werden in Klasse 2A beriicksichtigt:

Klasse 2A:

Der zur Losung erforderliche Schritt ist iiberwiegend
begrifflicher Art. Die Losung der Aufgabe kann durch
Anwendung eines einzigen begrifflichen Arguments,
durch Herstellung eines begrifflichen Zusammenhangs
erfolgen. Dabei geniigt es auch, den erforderlichen Be-
griff als Wissensbestandteil abzurufen.

Beispiele:

e Fiir welche ¢ ist die Gleichung (x-2)? + ¢t = 0 losbar?
(Format: multiple choice: t<0 / t>2 / t<2 / t>0 / t>4)
Es wird nicht nach einer Berechnung der Losung ge-
fragt. Die Aufgabe zielt vielmehr auf das verstindige
Anwenden eines ,, Zusammenhangswissens *“ ab, ndm-
lich dass Quadrate reeller Zahlen immer positiv sind.

e Ein Schweizer Franken ist ungefihr 1,30 DM wert.
Schreibe eine Formel auf, mit der man den Wert von
x DM in Schweizer Franken berechnen kann. (Format:

freie Antwort)
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Hier wird nicht nach der Berechnung konkreter Geld-
betrige gefragt, sondern der Begriff des proportionalen
Zusammenhangs muss sinnvoll angewendet werden.
(vgl. auch 2.1.)

o Ein Waschmittelhersteller wirbt mit dem Slogan: Unser

Produkt wischt um 150 % weifler. Nimm zu dieser Aus-

sage Stellung. (aus Henn 1998, S. 54 - Format: freie

Antwort)
Die Aufgabe zielt auf das Verstindnis der Grundbe-
griffe der Prozentrechung ab, nicht auf die rechnerisch
geprdgte Durchfiihrung einer Prozentaufgabe.

e Der Radius eines Kreises wird verdoppelt. Wie verédn-

dert sich seine Flache?
Keine Berechnung wird erwartet, sondern das Erken-
nen begrifflicher Unterschiede zwischen qualitativ ver-
schiedenen funktionalen Abhdngigkeiten. Die Aufgabe
kann im konkreten Fall von Schiilerinnen und Schiilern
auch algebraisch-rechnerisch gelést werden. Bei der
Einordnung in die Kompetenzklassen spielt dies keine
Rolle, weil es auf das jeweilige in der Aufgabe stecken-
de mathematische Potential, nicht auf tatsdchlich
durchgefiihrte Losungswege ankommt. Tatsdchliches
Schiilerverhalten kann in einer geeigneten Kodierung
der Antworten festgehalten werden.

Die Klasse 2A- Items kontrastieren bewusst der Kalkiilo-
rientierung des deutschen Mathematikunterrichts. Es ist
also sinnvoll, wenn man in der ,,Deduzieren-“ Kompo-
nente des Modellierungsprozesses (siche oben) bewusst
unterscheidet, dass in einem Item die Modellierung nicht
auf ein algorithmisches Verfahren filihrt, sondern begrift-
lich geschieht. Die Klasse 2A kennzeichnet daher aus-
driicklich einen Typ von Items, der hdufig in Aufgaben
von Autoren aus dem Umkreis des Freudenthal-Instituts
vorkommt, in Deutschland — und vermutlich auch in an-
deren Landern - aber offenbar im Schulunterricht weniger
verbreitet ist.

Gleichwohl werden solche Aufgaben auch in Deutsch-
land immer dann ins Spiel gebracht, wenn mathematische
Grundbildung angesprochen und eine iibermifige Kal-
kiilorientierung vermieden werden soll. Die Klasse 2A
markiert also eine mathematikdidaktisch interessierende
Differenzierung. Ob sich Stirken oder Defizite auf Items
dieser Kompetenzklasse zeigen, zeigt also auf, inwieweit
ein Schritt zu einem mehr begrifflich ausgerichteten Ver-
stdndnis von Mathematik vollzogen wurde. Im deutschen
Test werden solche Aufgaben zusitzlich derart eingebaut,
dass sie isoliert von weiteren Aufgabenkontexten er-
scheinen, wihrend im internationalen Test Klasse-2A-
Items wiederum hiufig Bestandteile komplexerer Ge-
samtaufgaben sind.

Klasse 2B: Mehrschrittige Modellierungen

Oft sind die zur Losung eines Items notwendigen Be-
rechnungen selbst mehrschrittig oder mit der Verwendung
geeigneter Elemente begrifflichen Denkens gemischt. Es
bleibt dann bei den die internationale Class 2 kennzeich-
nenden ,,connections”. Im mathematischen Modell sind
mehrere Schritte zu kombinieren, Wissen aus mehreren
Zusammenhingen oder Gebieten einzusetzen oder ein-
zelne Wissenselemente mehrmals zu verwenden und auf-
einander zu beziehen. Dies ergibt
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Klasse 2B:

Die Struktur der Modellierung ist mehrschrittig, d.h.
bei der Losung der Aufgabe ist entweder Wissen aus
mehreren mathematischen Zusammenhéingen einzuset-
zen oder mehrfach gleiche Schritte sind vorzunehmen
und zu kombinieren.

Beispiele:

e Die Biiro-Mieten-Aufgabe aus TIMSS-2. (Baumert &

al. 1997, S. 73; Kaune 2000):
Mehrfach sind fiir den Vergleich Riickrechnungen der
Miete auf die gleiche Zeiteinheit und die gleiche Fld-
chengroéfle notwendig. Kaune (2000) schliisselt die
moglichen Losungsstrategien auf dem Hintergrund des
kognitiven Werkzeugs ,, Funktion mehrerer Variabler*
auf. Allen Ansdtzen ist gemeinsam, dass sie auf mehrere
Variable, die geeignet miteinander in Beziehung zu set-
zen sind, zugreifen. Dies bewirkt die Klassifizierung als
2B-Aufgabe.

e Die Dreiecksaufgabe aus TIMSS-2 (vgl. Baumert & al

1997, S. 72; Neubrand & Neubrand & Sibberns 1998, S.

23):
Die Dreiecke sind durch eine Kongruenzabbildung
mental zur Deckung zu bringen und dann ist mit der
Winkelsumme weiter zu argumentieren. Es sind also
Kenntnisse sowohl der Kongruenzgeometrie, wie auch
der rechnerischen Geometrie zu verwenden und zu
kombinieren.

Wie die Beispiele zeigen, gibt es zwei charakteristische
Kennzeichen bei vielen dieser Aufgaben. Es gibt Aufga-
ben, bei denen der Losungsprozess aufgrund der Model-
lierung (liberwiegend) ,,repetitiv*® verlauft, nimlich wenn
mehrmals gleiche Schritte hintereinander auszufithren
und zu verkniipfen sind, sowie Aufgaben, bei denen die
Struktur der Modellierung (iberwiegend) ,,integrativ‘ ist,
also unterschiedliche Modelle heranzuziehen, durchzu-
fiihren, aufeinander zu beziehen und/oder ineinander ge-
staffelt zu verarbeiten sind. Nicht bei allen Items der
Klasse-2B ist diese Unterscheidung inhaltlich anwendbar.
Falls dies aber moglich ist, wird dem Item zusitzlich ein
Index ,, R “bzw.,, I “ gegeben.

Klasse 3: Strukturelle Verallgemeinerung
Klasse-2B - Items beschrianken sich aber immer noch auf
die Betrachtung einer Situation, auf die Anwendung von
Kenntnissen zur Modellierung eines bestimmten Pro-
blems. Den Ubergang zur (,,hdchsten) Klasse 3 markie-
ren Aufgaben, in denen ausdriicklich eine Verallgemeine-
rung der Situation, das Entwerfen einer umfassenden
Strategie, die Einbettung einer gegebenen Situation in
einen allgemeinen mathematischen Zusammenhang, kurz
die Herausarbeitung einer allgemeinen mathematischen
Struktur erforderlich ist. Diese Klasse ist daher identisch
mit der Class 3 im internationalen Framework: ,,mathe-
matical thinking, generalization and insight* werden ver-
langt. Man auch von notwendigen ,,metakognitiven Akti-
vititen® (Sjuts 1999) sprechen, wenn man darunter die
Kontrolle der der Aufgabe zugrundeliegenden mathema-
tischen Strukturen meint.

Unerheblich fiir die Klassifizierung ist allerdings, ob
sich ,,insight explizit im Niederschreiben eines formalen
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Zusammenhangs dufert, oder ob der gefragte Einblick in
die allgemeine Struktur in informeller, beschreibender
Weise geschieht. Insbesondere ist die Bedingung fiir
Klasse 3 dann erfiillt, wenn im Prozess der Modellierung
auch explizit eine Validierung des gesamten mathemati-
schen Modells erwartet wird, wenn eine komplexe Stra-
tegie zu entwickeln und zu hinterfragen ist, usw..

Klasse 3:

Die Aufgabe beinhaltet Schritte der Verallgemeinerung,
des Entwerfens einer allgemeinen komplexen Strategie,
der Reflexion iiber das verwendete mathematische Mo-
dell, die Prisentation eines subtilen mathematischen
Arguments, etc..

Beispiele:

e In a certain country, the national defence budget is $ 30

million for 1980. The total budget for that year is $ 500

million. The following year the defence budget is $ 35

million, while the total budget is $ 605 Million. Inflation

during the period covered by the two budgets amounted
to 10 %.

a) Your are invited to give a lecture for a pacifist society.
You intend to explain that the defence budget decrea-
sed over this period. Explain how you would do this.

b) Your are invited to give a lecture to a military aca-
demy. You intend to explain that the defence budget
inecreased over this period. Explain how you would do
this.

(aus dem internationalen PISA-Framework, Figure 6;

auch in de Lange 1996 und in dieser Art sicher nicht als

Beispiel fiir einen Test mit 15-jdhrigen Schiilerinnen und

Schiilern gedacht. — Format: freie Antwort)

Das Nachdenken iiber die allgemeine Struktur der Pro-
zentrechnung, ndmlich wie Prozentsatz, Grundwert und
Prozentwert zusammenhdngen, und wie folglich damit
,,jongliert” werden kann, bildet den Kern dieser Auf-
gabe.

e Ein Oberstufenschiiler behauptet: Die natiirlichen Zah-

len sind nur spezielle Bruchzahlen. Was sagst Du zu die-

ser Aussage? (aus Henn 1998, S. 50; - Format: freie Ant-
wort)
Die Evorterung allgemeiner begrifflicher Zusammen-
héiinge, ndmlich die Einbettung der natiirlichen Zahlen
in den Bereich der rationalen Zahlen, soll erfolgen.

Da Klasse-3-Items kaum mehr spezifische curriculare
Einzelheiten reflektieren miissen, diese vielmehr als mit
Einsicht erworben und vernetzt voraussetzen, ist im deut-
schen Framework an dieser Stelle nicht mehr weiter zu
differenzieren. Die Bearbeitung von Items in dieser Klas-
se setzt tieferes Verstdndnis voraus. Solches Verstindnis
baut auf dem Lernen in der Schule auf, verlangt aber zu-
satzlich, dass die Kenntnisse aus dem Unterricht in re-
flektierender Weise (Neubrand 2000; Sjuts 1999) verar-
beitet wurden.

Klasse-3-Aufgaben bestimmen sich allerdings, wie die
Beispiele zeigen, nicht daraus, dass die Durchfithrung der
gefundenen Modellierung kompliziert in einem rein tech-
nischen Sinne oder von einem hohen Formalisierungs-
grad sein muss. Klasse-3 - Items befinden sich im inter-
nationalen und in kleinerem Ausmal} im nationalen Test-
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teil von PISA.

2.3 Weitere grundlegende Aspekte von Aufgaben

Das mathematische Potential und die kognitive Komple-

xitdit von Aufgaben konnen noch feiner, als es in den

oben gebildeten Klassen erfolgt, gekennzeichnet und be-
wertet werden. Grundlage hierfiir kdnnen solche mathe-
matikdidaktischen und psychologischen Arbeiten sein,
die die Bedingungen fiir die Schwierigkeit einer Aufgabe
untersuchen. Allerdings sind die detailliertesten Arbeiten
zu diesem Problemkreis gezielt auf arithmetische Aufga-
ben bezogen, etwa auf die Kennzeichnung additiver oder
multiplikativer Sachaufgaben (zur Ubersicht vgl. Stern

1997), decken also nicht die ganze Bandbreite mathema-

tischer Anforderungen ab.

Spezielle Gesichtspunkte dieser Art, die in der deut-
schen Mathematikdidaktik diskutiert werden, konnen
beispielsweise folgendermalien eingebracht werden:

- In der mathematikdidaktischen Theorie ,,Mathematik
als Werkzeug zur Wissensreprasentation (Cohors-
Fresenborg 1996) werden die Komponenten ,,sprachlo-
gische Komplexitit™ und ,,kognitive Komplexitit™ un-
terschieden. So ist etwa zu beachten, inwieweit der
sprachliche Fluss bei der Aufgabenstellung mit dem
Losungsgang in einem mathematischen Modell iiber-
einstimmt. Die zweitgenannte Komponente nimmt auf,
ob die Losung einer Aufgabe mittels mehrerer parallel
stehender Variablen erfolgen kann, oder ob das tiefge-
staffelte Einsetzen mehrere Funktionen ineinander er-
forderlich ist (vgl. Kaune 2000 fiir ein Beispiel). Teil-
weise wird dies durch die Indizes ,repetitiv* und ,,inte-
grativ* bei Klasse 2 erfasst.

- Die Untersuchung von einzelnen Items auf die Anzahl,
Art und Qualitét der in ihnen angesprochenen ,,Grund-
vorstellungen mathematischer Inhalte“ (vom Hofe
1995) kann zu einzelnen Stoffbereichen Erkldrungsan-
sitze und Interpretationen liefern. Das Konzept der
Grundvorstellungen beinhaltet insbesondere normative
Komponenten, die zu einer detaillierten Beschreibung
der wiinschenswerten Qualitit der Kenntnisse zu ein-
zelnen mathematischen Begriffen und Verfahren fiih-
ren. Mit diesem Ansatz kann vor allem auch die Briicke
von den Testresultaten zu einer produktiven Weiterent-
wicklung des Mathematikunterrichts geschlagen wer-
den.

- Ebenfalls hier einzubringen sind formale, auf den Pro-
blemlosungsprozess bezogene Eigenschaften der Items.
Dazu gehort beispielsweise, ob es sich beim Item um
ein Umkehraufgabe, d.h. eine Aufgabe, die gegen den
Gedankengang der zugehorigen Grund- oder Standar-
daufgabe zu 16sen ist, handelt. Die Losung solcher
Aufgaben kann moglicherweise anzeigen, dass Flexibi-
litdt in der Anwendung von Begriffen vorhanden ist.
Kennzeichnungen der genannten Art beziehen sich per

se immer speziell auf einzelne Aufgaben, weil die ent-

sprechenden Kategorien fiir jede Aufgabe neu interpre-
tiert bzw. aus einem breiten Fundus von speziellen Kate-
gorien neu zusammengestellt werden miissen. Diese

Theorien liefern also bei der Auswertung der im Test zu

bestimmten Items oder Itemgruppen erbrachten Leistun-

gen wertvolle Ansétze filir inhaltsbezogene Erklarungen,
sind aber weniger flir die Strukturierung des Tests insge-
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samt geeignet.

2.4 Stoffgebiete und ,,big ideas“

Die zweite Hauptkomponente, auf der das internationale
PISA-Framework aufbaut, sind die ,,big ideas*. Darunter
sind miteinander stark vernetzte mathematische Konzepte
verstanden, die unter einem gemeinsamen ibergeordne-
ten Gesichtspunkt gesehen werden kénnen. Beispiele fiir
,»big ideas” sind etwa ,,Chance®, ,,Change and growth®,
»Dependency and relationships®, ,.Space and shape®,
usw.. Es sind dies also Biindel von Konzepten, die durch
einen gemeinsamen Phdnomenbereich zusammengehalten
werden.

Die ,,big ideas” kommen wiederum aus Freudenthals
grundlegendem Denkansatz der ,,didaktischen Phdnome-
nologie* (Freudenthal 1983). Sie verbinden sich daher in
organischer Weise mit dem literacy-Konzept:

»These competencies relate closely to both, our definition of
mathematical literacy and the competencies defined earlier in
this framework.“ (OECD 1999, p 49)

Die ,,big ideas sind anders zugeschnitten als die in der
deutschen Mathematikdidaktik haufiger diskutierten
,Fundamentalen Ideen® (Schreiber 1979, Schweiger
1992). Dort stehen ndmlich relativ abstrakte mathemati-
sche Denkweisen - Beispiele: Abbildung, Symmetrie,
Approximation, Exhaustion, Stetigkeit, usw. - als Ge-
sichtspunkte der Biindelung im Vordergrund und nicht in
erster Linie der Bezug zu einem umweltbezogen defi-
nierten Phdnomenbereich.

Fir den internationalen Teil im ersten Zyklus von
PISA, bei dem Mathematik eine untergeordnete Rolle
spielt, wurden zwei ,,big ideas* herausgegriffen, nimlich
,»Change and growth* und ,,Shape and space®. Die Items
im internationalen Test wurden diesen zugeordnet.

Zu ,,Change and growth* gehoren Items, die Muster der
Verianderung oder des Wachstums in der Natur und der
Mathematik zum Thema haben. Dazu gehort das Erken-
nen und die Darstellung typischer Verdnderungen (z.B.
lineares vs. exponentielles Wachstum) und die Anwen-
dung dieser Kenntnisse auf die Interpretation von
Wachstumsvorgdngen. Diese Zusammenstellung folgt -
ausdriicklich so gewollt - nicht den traditionellen Fachge-
bieten, beriihrt aber viele Inhalte aus diesen; denn in na-
tiirlicher Weise werden hierbei etwa geometrische Aufga-
benstellungen mit algebraischen Beschreibungen kombi-
niert.

Unter ,,Space and shape werden Items gesammelt, die
,Muster in einem sehr allgemeinen Sinn ansprechen.
Der Beitrag der Geometrie besteht darin, dass sie einfa-
che Modelle fiir diese Vielfalt an Mustern zur Verfiigung
stellt. Hinzu kommen Aufgabentypen, die auf die relative
Lage von Gegenstinden im Raum und auf Abbildungen
rdumlicher Objekte abheben. Auch im Bereich dieser
,big idea® gilt daher, dass es zwar enge Bindungen zur
Geometrie als traditioneller mathematischer Teildisziplin
gibt, aber in den meisten Landern nur wenig Realisierung
von ,,space & shape® - Themen in der Schulgeometrie.

,,Big ideas” haben - nach dem internationalen PISA-
Framework - den Vorteil, dass sie die Mathematik nicht
in verschiedene separierte Themengebiete wie Algebra
oder Geometrie aufspalten, sondern fachgebietsiibergrei-
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fend mathematische Ideen realisieren. In den deutschen
Lehrpldnen ist allerdings von ,,Big ideas®, und iibrigens
auch von ,,Fundamentalen Ideen, hochstens in den Pra-
ambeln, und dann vor allem unter dem normativen
Aspekt der Legitimation gewisser Stoffteile, nicht jedoch
als Strukturierungsgesichtspunkt fiir das Curriculum, die
Rede. Vielmehr werden, was durchaus beklagt wird (vgl.
MNU 1999), die einzelnen Teilgebiete der Mathematik
i.a. isoliert voneinander unterrichtet. Selten zeigen sich
Vernetzungen zwischen den Gebieten, wie sie z.B. durch
die ,,Big ideas* strukturell bedingt werden. Die deutschen
Testinstrumente werden daher zusétzliche Items aufneh-
men, bei denen die Inhalte nicht {iber die Themengebiete
hinweg vernetzt sind.

Gerade im Bereich von ,,Space and shape®, weniger
deutlich bei ,,Change and growth“, zeichnet sich noch
eine spezielle Distanz zum deutschen Mathematik-
Curriculum ab. Es ist ein stdndiges Desiderat der deut-
schen Mathematikdidaktik, Aspekte der rdumlichen
Geometrie und den Modellcharakter der Geometrie zur
Strukturierung rdumlicher Phinomene im Unterricht stér-
ker einzubringen (zur Ubersicht vgl. Graumann & al.
1996). Aber eben bei dieser ,big idea“ scheint in
Deutschland ein grof3er Nachholbedarf zu bestehen.

Die nationale Zusatzerhebung wird daher nicht um die
,big ideas* gruppiert. Vielmehr sind die im internationa-
len PISA-Framework nur als ,minor aspect genannten
»wcontent strands® die besser geeignete Orientierung bei
der Test-Konstruktion (nicht notwendig auch bei der
Auswertung). Es kann damit eher die Vielfalt der gestell-
ten Testitems abgeschidtzt und beurteilt werden. Deshalb
wird die Einordnung in die traditionellen Stoffgebiete wie
folgt vorgenommen, wobei allerdings ein pragmatischer,
auf die deutschen Verhéltnisse passender Zusammen-
schnitt der ,,content strands* erfolgt:

Arithmetik (einschlieBlich Schétzen, Bruchrechnung, etc.)
Proportionalitdt (Dreisatz, Prozentrechnung, Zinsen, etc.)
Algebra (einschlieBlich Darstellung und Behandlung von
Funktionen, speziell der linearen Funktionen)

Geometrie (Elementargeometrie, rechnerische Geometrie
einschlieBlich einfacher Kdrperformen)

Stochastik und Umgehen mit Daten (insbesondere Lesen
und Aufstellen von Diagrammen)

Diese Themengebiete orientieren sich in etwa an den
Einteilungen, die in den deutschen Curricula realisiert
sind. In den einzelnen Schulformen sind dabei unter-
schiedliche Schwerpunkte gesetzt, im Gymnasium etwa
gibt es eine stirkere Betonung von traditionellen Inhalten
aus Geometrie und Algebra, in den Hauptschulen eher
eine Gewichtung von Beziigen zur Realitdt. Dies ist bei
der Auswertung zu beachten. Insbesondere in der Geo-
metrie sind die curricularen Unterschiede zwischen
Gymnasium und Hauptschule eklatant, ein Faktum, das
speziell fiir den deutschen Mathematikunterricht gilt. Es
wird auf diese spezifische Problematik in 4. nochmals
eingegangen.

2.5 Kontexte und Situationen

Als vierter, aber untergeordneter Aspekt werden im inter-
nationalen PISA-Framework die Begriffe ,situations and
context* eingefiihrt:

,»~An important part of the definition of mathematical literacy is
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doing and using mathematics in a variety of situations.*

Unter ,.situations” werden spezielle Aufgaben-Kontexte
verstanden. Diese unterscheiden sich beziiglich der ,,Di-
stanz®, die sie zu den Schiilerinnen und Schiilern haben.
Eine entsprechende Skala wird so definiert:

,»The closest is personal life, next is school life, work and sports
(or leisure in general), followed by the local community and
society as encountered in daily life, and furthest away are
scientific contexts.” (OECD 1999, p 50)

Fiir die deutsche Zusatzerhebung wird diese Idee der spe-
ziellen Zuordnung von Items zu Situationen nicht iiber-
nommen. Sie wire nicht durchzuhalten, wenn man die
bisher bereits geschilderten notwendigen Ergénzungen
betrachtet. Statt dessen wird der Begriff des Kontexts, der
im internationalen PISA-Framework erst unter ,,task cha-
racteristics auftritt, zur inhaltlichen Kennzeichnung von
Aufgaben verwendet. Es wird also weniger der spezielle
Kontext (situation), sondern der Typ des in einer Aufgabe
angesprochenen Kontexts erfasst. Wie im internationalen
Framework wird zwischen inner- und auBermathemati-
schen Kontexten unterschieden:

,,The term context is used in accordance with the established use
of this term in mathematics education. A context is an extra-
mathematical or intra-mathematical setting within which the
elements of a mathematical complex (i.e. a problem, a task or a
collection of mathematical objects, relations, phenomena, etc.)
are to be interpreted.” (OECD 1999, p 51).

Im wesentlichen folgt die Einteilung im deutschen Fra-
mework dem internationalen Muster, jedoch mit einigen
Differenzierungen. Demnach kann in einer Aufgabe an-
gesprochen sein:

- ein authentischer Kontext: die verwendeten Daten sind
einer wirklichen Situation entnommen und das Problem
entspricht einer relevanten Fragestellung,

- ein realititsbezogener Kontext: die Aufgabe enthilt
zwar Daten mit realer Bedeutung, diese sind jedoch
konstruiert zum Zwecke des Stellens einer mathemati-
schen Aufgabe.

Die realitdtsbezogenen Kontexte reichen von realitits-
naher, aber zu Zwecken der Rechnung vereinfachter Da-
tenauswahl bis zu den sog. ,eingekleideten Aufgaben®.
Als Sonderfall sind aber die Aufgaben zu betrachten, die
keine Modellierung, sondern lediglich ein rechnerisch-
kalkiilhaftes Umgehen mit Grofen verlangen (Beispiel:
Berechne die Flache eines Rechtecks mit Lange 3 cm und
Breite 5 cm !). Diese Aufgaben werden unter
- Kontext: Rechnen mit Grdfien
eingeordnet. Im PISA-Framework wird ausdriicklich be-
tont, dass im internationalen Test authentische Aufgaben
den Vorrang haben und Aufgaben des ,eingekleideten
Typs (,,real but not authentic*), erst recht reine Groflenbe-
rechnungen, nach Mdglichkeit vermieden werden sollen.
Die Bedingungen der deutschen Zusatzerhebung, wie sie
in 1.3. dargelegt wurden, erfordern aber eine Beriicksich-
tigung auch dieser Typen.

Zusitzlich zu diesen auBermathematischen Kontexten
wird - auch aufbauend auf dem Gedanken der mathemati-
schen Grundbildung - als weitere Kategorie
- ein innermathematischer Kontext
eingefiihrt. Dieser zeigt in Ubereinstimmung mit dem
Gebrauch des Wortes ,,intra-mathematical context im
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internationalen Framework an, dass im Item eine Vernet-
zung innerhalb der Mathematik stattfindet, sei es von
einem mathematischen Teilgebiet zu einem anderen, sei
es durch den Gebrauch eines Begriffes in einem anderen
als dem ihn urspriinglich definierenden Zusammenhang.
Diese innermathematische Vernetzung ersetzt in gewisser
Weise die im internationalen Framework durch die ,,big
ideas hergestellte Verbindung von Aufgaben zu groBeren
Zusammenhingen. Sie ist vor allem aber konsistent mit
dem erweiterten Gebrauch des Begriffs ,,Modellierung*,
wie er in 2.1. beschrieben wurde.

Bekannte Beispiele fiir innermathematische Kontexte
liefern die sog. ,,Punktmuster”, wobei die Anzahl der
Punkte in geometrischen Konfigurationen algebraisch
ausgedriickt werden soll. Es stellt auch eine Reaktion auf
die Kompartmentalisierung des deutschen curricularen
Denkens (siehe 1.3.) dar, wenn die innermathematischen
Kontexte - gerade auch im internationalen Testteil - sepa-
rat aufgefiihrt werden; denn auch diese Art des Kontexts
zeigt Vernetzungen an. In der internationalen Klassifika-
tion geschieht diese separate Markierung nicht, obwohl
gerade auch dort Items mit innermathematischem Kon-
text vorhanden sind.

Fiir Ttems, die nur technisches Wissen auflerhalb jegli-
cher Kontextanbindungen erfordern und die in der deut-
schen Zusatzerhebung ausdriicklich aufgenommen sind
(z.B. die Items in der Klasse 1A), wird die Kategorie
- ohne zusitzlichen Kontext
verwendet.

2.6 Zusammenfassung
Den wesentlichen Kern des Frameworks bilden die Kom-
petenzklassen. Denn diese strukturieren das Spektrum
mathematischer Leistungsanforderungen und damit den
Test insgesamt.
Kompetenzklasse:
Klasse 1A: Technische Fertigkeiten
Klasse 1B: Einschrittige Standardmodellierungen
Klasse 2A: Begriffliche Modellierung
Klasse 2B: Mehrschrittige Modellierungen (ggf. inte-
grativ / repetitiv)
Klasse 3:  Strukturelle Verallgemeinerung
Die Items werden zusdtzlich eingeordnet nach diesen
Aspekten:
Mathematische Tdtigkeit:
Begriindung/Beweis
spezielle mathematische Tatigkeit
Modellierung:
préazisieren / mathematisieren
interpretieren / validieren
Présentation:
Text
Graphik, Diagramm
Funktionsgraph, geometrische Zeichnung
Tabelle
Bild
Stoffgebiet:
Arithmetik
Proportionalitdt (insbes. Prozentrechnung)
Algebra (insbes. lineare Funktionen)
Geometrie
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Stochastik und Umgehen mit Daten
Kontext:

authentisch

realititsbezogen

Rechnen mit Groflen

innermathematisch

ohne
Gesichtspunkte fiir die Analyse einzelner Items sind dar-
iiber hinaus:
Art der angesprochenen Grundvorstellungen
sprachlogische und kognitive Komplexitdt
formaler Typus des Problemléseprozesses

3. Aufbau des internationalen und des nationalen
PISA-Mathematik-Tests

3.1 Aufgabenformate

Wie im internationalen PISA-Framework wird auch in

der nationalen Zusatzerhebung unterschieden zwischen

diesen Aufgabenformaten:

- multiple choice,

- kurze freie Antwort (,,closed constructed response®),

- ausfiihrliche freie Antwort (,,open constructed respon-
se‘),

Eine ,kurze freie Antwort* bedeutet, dass ein Ergebnis
nur mitgeteilt bzw. eine Frage mit einer Zahl, einem Wort
oder einem Satz beantwortet werden soll, ohne dass die
Antworten wie bei den multiple-choice - Aufgaben schon
vorgegeben wiren. Aufgaben des Typs ,,open constructed
response” erfordern vom Probanden, dass zusétzlich auch
der Weg zum Ergebnis dargestellt wird. Solche Aufgaben
sollen ca. 25 - 35 % der Testzeit im internationalen PISA-
Mathematik-Test beanspruchen. Im nationalen Teil des
PISA-Test wird die Testzeit ungefihr im Verhéltnis
2 :1:1 auf die obigen drei Formattypen verteilt.

Die internationalen Items zeichnen sich dariiber hinaus
dadurch aus, dass mehrmals eine Reihe von einzelnen
Aufgaben aus einem gemeinsamen ,,stimulus material®
heraus gestellt wird. Dieser Stimulus kann ein Text, eine
Graphik, eine sonstwie geschilderte Situation sein, zu der
dann verschiedene Teilaufgaben gestellt werden. Wieder
entspricht dieses Format in hohem MaBe dem in 1. darge-
stellten allgemeinen Ansatz des internationalen PISA-
Tests und steht folglich in dem schon mehrfach hervorge-
hobenen Kontrast zu deutschen curricularen Gewohnhei-
ten. Das nationale Testinstrument vermeidet daher bis auf
gezielte Ausnahmen diese aufeinander aufbauenden Auf-
gaben und versucht dadurch die deutsche Unterrichtssi-
tuation aufzunehmen, bei der Aufgaben meist in isolierter
Form gestellt werden. Dadurch wird auch das (auswer-
tungs-technische) Ziel erreicht, dass die Erreichung der
Punkte (scores) bei den Teilaufgaben voneinander unab-
hingig erfolgen soll.

3.2 Inhaltlicher Testaufbau
Die Aufteilung der Testzeit auf die ,,big ideas” im inter-
nationalen PISA-Test ist mit etwa 1 : 1 vorgesehen. Dies
betrifft den deutschen Zusatztest nicht, der sich an den
Stoffgebieten orientiert.

Die Aufteilung der Testzeit auf die drei competency
classes im internationalen Teil soll wie 1:2 : 1 erfolgen.
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Es werden dabei aber stets die Teilaufgaben separat er-
fasst, so dass auch bei Vorliegen eines gemeinsamen Sti-
mulus unterschiedliche Klassen innerhalb des gesamten
Aufgabenkomplexes auftreten konnen. Da im deutschen
Framework mehr Klassen als international gebildet wur-
den und die Klasse 1A aus den dargestellten Griinden der
Kompensation dient, erscheint eine Verteilung mit An-
teilen 1 : 1 auf die Klassen 1 und 2 angemessen. Klasse-
3-Aufgaben gibt es sowohl im internationalen, als auch
im nationalen Testteil, und zwar mit etwa 1/5 der Ge-
samttestzeit.

Es ist insgesamt zu beachten, dass beide Testteile - na-
tional und international - komplementéir aufgefasst wer-
den. Ein ausgewogenes Verhiltnis bei der Auswertung
entsteht durch die Kombination beider Teile.

4. Zwei spezifische Probleme bei der Implementierung
des PISA-Tests in Deutschland

1. Wie in 1. und 2. begriindet dargestellt wurde, beinhaltet
die nationale Zusatzerhebung zum internationalen PISA-
Mathematik-Test zur Ergdnzung des Tests auch solche
Aufgaben, die technische Fertigkeiten isoliert erfassen
sollen. Dies geschieht im ersten PISA-Zyklus zur Siche-
rung einer gewissen curricularen Valididit, obwohl in den
Konstrukten ,,mathematical literacy und ,,mathematische
Grundbildung“ gleichermaBBen solche isolierten Fertig-
keiten stets in ihrer Vernetzung zu mathematischen Fi-
higkeiten gesehen werden. Die Hereinnahme dieser Auf-
gaben wird jedoch problematisch aufgrund der in
Deutschland existierenden Gliederung des Schulwesens.
So miissen nun - beispielsweise wegen der Beriicksichti-
gung algebraischer Techniken — einige wenige Items ein-
gesetzt werden, die definitiv nur fiir Gymnasien curricu-
lar valide sind, bei denen also z.B. Hauptschiiler keine
entsprechende Vorbereitung aufweisen. Diese Items las-
sen sich benennen und bei der Auswertung muss aber auf
die Beriicksichtigung solcher curricularer Differenzen
geachtet werden. Im internationalen Bereich tritt hinge-
gen diese Problematik nicht mit dieser Schirfe auf, weil
die Einzelcurricula dort i.a. nicht derart schulbezogen
separiert sind.

Eine Losung dieses Problems kann jedoch nicht darin
bestehen, Items eindeutig gymnasialer Provenienz auszu-
schlielen, solange sie sich jedenfalls Aspekten mathema-
tischer Grundbildung zuordnen lassen. Denn auch diese
Items dienen der Verwendung von Mathematik zur Er-
schlieBung der Welt.

Ein besonders passendes Beispiel ist die Ausbildung
eines fundierten Variablenbegriffs, der insbesondere zu
einer Vertiefung von Anwendungsbeziigen beitragen
kann. So verstanden ist es dann gerade gegen die Idee der
mathematischen Grundbildung, wenn Hauptschiilern ein
Zugang zu elementaren algebraischen Techniken vorent-
halten bleibt (vgl. zu dieser Argumentation auch den Ma-
thematik-Teil in der Expertise zum BLK-Modellversuch:
BLK 1997). Von einer diese Problematik reflektierenden
Auswertung des PISA-Tests konnen also u.U. auch curri-
culare Anregungen ausgehen.

2. Die Leitidee des internationalen PISA-Tests, auf das
mathematische Verstindnis als Produkt aus den Kenntnis-
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sen mathematischer Begriffe und Verfahren gegen Ende
der Pflichtschulzeit abzuzielen, bringt ein weiteres spezi-
fisches Problem bei der Verwendung des PISA-Tests in
Deutschland mit sich.

Aus der Altersstruktur in Deutschland bei der TIMSS-
Untersuchung weill man, dass deutsche Schiilerinnen und
Schiiler ca. ein Jahr zu alt sind relativ zur besuchten Klas-
senstufe. PISA-international zieht seine Stichprobe al-
tersbasiert aus der Gruppe der 15-jdhrigen. International
besuchen diese mehrheitlich das Analogon zur 10. Klas-
senstufe, in Deutschland allerdings vorwiegend die Klas-
se 9. Deutsche Schiilerinnen und Schiiler werden also im
internationalen PISA-Test mit einigen Aufgaben kon-
frontiert, die aufgrund mangelnder schulischer Vorberei-
tung nur schwer 16sbar sein werden. Dass fiir die natio-
nale Zusatzerhebung in Deutschland die Stichprobe er-
ginzungsweise auch klassenbasiert gezogen wird, kann
dies nur zum Teil ausgleichen. Die deutsche Zusatzerhe-
bung im Bereich Mathematik wird daher die Items stoft-
lich dem 9. Schuljahr anpassen.

Andererseits kann auch diese Problematik - bei einer
entsprechend zu gestaltenden nationalen Auswertung -
wieder zu einer Reflexion iiber den curricular bedingten
Kenntnisstand in Deutschland anregen. Immerhin gibt es
- auch dies trifft wieder vorwiegend Hauptschiiler - einen
Teil der Schiilerschaft, der die schulische Ausbildung auf
einem Niveau beendet, der dem internationalen Konstrukt
,mathematical literacy* nicht entsprechen kann.
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